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POINT GE´NE´RIQUE ET SAUT DU RANG DU GROUPE
DE MORDELL-WEIL
par
J.-L. Colliot-The´le`ne
Re´sume´. — Soient k un corps de nombres et U une k-varie´te´ lisse inte`gre.
Soit X → U une famille de varie´te´s abe´liennes. On e´tablit les e´nonce´s suivants.
Si la k-varie´te´ X est domine´e par une k-varie´te´ qui satisfait l’approximation
faible faible, par exemple si X est k-unirationnelle, alors l’ensemble R des k-
points de U dont la fibre a un rang de Mordell-Weil strictement plus grand que
celui de la fibre ge´ne´rique est dense pour la topologie de Zariski de U . Si X est
k-rationnelle, alors R n’est pas mince dans U . Ceci ge´ne´ralise des re´sultats de
Billard et de Salgado. L’ide´e principale de la de´monstration, ide´e qui remonte
a` la the`se de Ne´ron [13], est d’utiliser le point ge´ne´rique de la fibre ge´ne´rique
de la famille, et d’appliquer ensuite le the´ore`me de spe´cialisation de Ne´ron.
Dans l’appendice, on voit comment la me´thode du point ge´ne´rique donne des
re´sultats de Billing, de Ne´ron, et de Holmes et Pannekoek.
Abstract. — Let k be a number field and U a smooth integral k-variety.
Let X → U be an abelian scheme. We consider the set R of rational points
m ∈ U(k) such that the Mordell-Weil rank of the fibre Um is strictly bigger
than the Mordell-Weil rank of the generic fibre. We prove the following results.
If the k-variety X is k-unirational, then R is dense for the Zariski topology on
U . If X is k-rational, then R is not thin in U .
1. Introduction
Soient k un corps de nombres, U une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement
inte`gre, et pi : X → U une famille de varie´te´s abe´liennes, c’est-a`-dire un
U -sche´ma abe´lien. Soit F = k(U) le corps des fonctions rationnelles de U , et
soit Xη/F la F -varie´te´ abe´lienne donne´e par la fibre ge´ne´rique de pi. Soit r
le rang ge´ne´rique, c’est-a`-dire le rang du groupe Xη(F ), groupe de type fini
d’apre`s Mordell, Weil et Ne´ron.
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On renvoie au pagrapraphe 1 pour les rappels sur la de´finition d’un sous-
ensemble mince de l’ensemble W (k) des points k-rationnels d’une k-varie´te´
W .
Un des the´ore`mes principaux de la the`se de Ne´ron [13] assure, sans hy-
pothe`se sur U , que l’ensemble des points m ∈ U(k) dont la fibre Xm a son
groupe de Mordell-Weil Xm(k) de rang strictement plus petit que r est un en-
semble mince dans U (voir le the´ore`me 2.4 ci-dessous). L’e´nonce´ plus connu,
et qui en est une conse´quence, est que si la k-varie´te´ U est k-rationnelle, i.e.
k-birationnelle a` un espace projectif, alors l’ensemble des points m ∈ U(k)
dont la fibre Xm a rang de Mordell-Weil au poins e´gal a` r n’est pas mince
dans U , et en particulier est Zariski dense dans U .
Dans le pre´sent article, on s’inte´resse a` l’ensemble des points m ∈ U(k) dont
la fibre Xm a rang de Mordell-Weil au poins e´gal a` r + 1.
Commenc¸ons par rappeler que pour une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement
inte`gre W , chacun des e´nonce´s ci-dessous implique le suivant (les de´finitions
des diverses proprie´te´s sont rappele´es au paragraphe 2).
• La k-varie´te´ W est k-rationnelle.
• La k-varie´te´ W satisfait l’approximation faible faible.
• L’ensemble W (k) n’est pas mince dans W .
• L’ensemble W (k) est Zariski dense dans W .
Le the´ore`me principal de cet article est le the´ore`me 3.3, dont l’e´nonce´ couvre
un grand nombre d’implications. Voici deux cas particuliers.
The´ore`me 1.1. — Soient k un corps de nombres, U une k-varie´te´ lisse
ge´ome´triquement inte`gre, et pi : X → U une famille de varie´te´s abe´liennes de
dimension relative au moins 1. Soit R ⊂ U(k) l’ensemble des points de U(k)
dont la fibre Xm/k a rang de Mordell-Weil au moins e´gal a` r + 1.
Chacun des e´nonce´s ci-dessous implique le suivant.
(a) X est k-rationnelle,
(b) X satisfait l’approximation faible faible,
(c) X(k) n’est pas mince dans X
(d) R n’est pas mince dans U .
(e) R est Zariski dense dans U .
Ce the´ore`me s’applique par exemple a` la surface cubique X donne´e par
l’e´quation homoge`ne x3+ y3+ z3+ t3 = 0, qui est k-rationnelle (Euler), qu’on
fibre (rationnellement) en coupant par z = λt, ce qui donne la famille de
courbes elliptiques
x3 + y3 + (λ3 + 1)t3 = 0
sur Spec(k[λ]), avec section nulle donne´e par (x, y, t) = (1,−1, 0).
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The´ore`me 1.2. — Soient k un corps de nombres, U une k-varie´te´ lisse
ge´ome´triquement inte`gre, et pi : X → U une famille de varie´te´s abe´liennes de
dimension relative au moins 1. Soit R ⊂ U(k) l’ensemble des points de U(k)
dont la fibre Xm/k a rang de Mordell-Weil au moins e´gal a` r + 1.
1) Si la k-varie´te´ X est k-unirationnelle, l’ensemble R est Zariski dense
dans U .
2) S’il existe une k-varie´te´ lisse W dont l’ensemble W (k) des k-points n’est
pas mince dans W , ce qui est le cas siW est stablement k-rationnelle, ou si elle
satisfait l’approximation faible fabile, et s’il existe un k-morphisme W → X
dominant tel que la fibre ge´ne´rique de l’application compose´e W → X → U
est ge´ome´triquement inte`gre, alors R n’est pas mince dans U .
Ce the´ore`me s’applique aux familles de courbes elliptiques d’e´quation affine
d(λ)y2 = p(x)
au-dessus de Spec(k[λ]), avec d(λ) polynoˆme se´parable de degre´ 2 et p(x)
polynoˆme se´parable de degre´ 3. Une telle surface est k-birationnelle a` une
surface de Chaˆtelet [5]. On prend pour W → X un torseur universel sur un
mode`le projectif et lisse de la surface, de fibre triviale en un point k-rationnel.
D’apre`s [5, Thm. 8.1], un tel torseur est une varie´te´ stablement k-rationnelle.
Pour pi : X → U une famille de varie´te´s abe´liennes de dimension relative
au moins 1, on dispose de l’inclusion de corps de fonctions k(U) ⊂ k(X). La
de´monstration du the´ore`me 3.3 et en particulier des deux the´ore`mes ci-dessus
repose sur un lemme tre`s simple, le lemme 3.1, dont l’esprit remonte a` la the`se
de Ne´ron : le rang du groupe de type fini Xη(k(X)) est strictement supe´rieur
au rang du groupe de Mordell-Weil-Ne´ron Xη(k(U)) de la fibre ge´ne´rique de pi,
car le point ge´ne´rique de X de´finit un point de Xη(k(X)) dont aucun multiple
n’appartient a` Xη(k(U)).
La me´thode propose´e ici permet de retrouver, et de ge´ne´raliser, divers
re´sultats sur le saut du rang :
• Certains re´sultats de Billard [1], Salgado [15], Hindry-Salgado [7],
Loughran-Salgado [9] (voir les remarques 3.6).
• Un re´sultat de Rohrlich [14] (voir la Proposition 4.2),
• Un ancien re´sultat de Billing et Ne´ron, et un re´sultat de Holmes–
Pannekoek [7] (voir le §5).
Il convient cependant de remarquer que les me´thodes de Salgado, Hindry-
Salgado, Loughran-Salgado sur les surfaces elliptiques ge´ome´triquement ra-
tionnelles, qui utilisent des syste`mes line´aires de coniques sur ces surfaces,
permettent sous certaines hypothe`ses d’e´tablir pour ces surfaces des sauts du
rang d’au moins 2 par rapport a` la fibre ge´ne´rique, ce que ne donne pas la
pre´sente me´thode.
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2. Rappels
Soit k un corps. Par de´finition, une k-varie´te´ est un k-sche´ma se´pare´ de type
fini. On note X(k) l’ensemble des points k-rationnels de X. Une k-varie´te´ lisse
inte`gre qui posse`de un point k-rationnel est ge´ome´triquement inte`gre.
Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit X une k-varie´te´ inte`gre de
dimension au moins 1. Suivant Serre [16, 17], un sous-ensemble E ⊂ X(k) est
dit mince s’il existe une k-varie´te´ re´duite Y et un k-morphisme f : Y → X
tels que :
(a) E ⊂ f(Y (k)).
(b) La fibre ge´ne´rique de f est finie et n’admet pas de section rationnelle.
Une union finie de sous-ensembles minces de X(k) est mince. En particulier,
si X(k) n’est pas mince dans X, alors le comple´mentaire d’un sous-ensemble
mince de X(k) n’est pas mince dans X. Si X(k) n’est pas mince dans X, alors
X(k) est dense pour la topologie de Zariski dans X.
Lemme 2.1. — Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro et pi : Z → X un
k-morphisme dominant de k-varie´te´s inte`gres. Supposons la fibre ge´ne´rique de
pi ge´ome´triquement inte`gre. Soit E ⊂ Z(k). Si pi(E) ⊂ X(k) est mince dans
X, alors E est mince dans Z.
De´monstration. — Soit f : Y → X comme ci-dessus, avec pi(E) ⊂ f(Y (k)).
Pour e´tablir l’e´nonce´, on peut remplacer Z par un un ouvert non vide. On
peut donc supposer que la k-varie´te´ Y ×X Z est re´duite. Sous les hypothe`ses
du lemme, la fibre ge´ne´rique de g : W := Y ×X Z → Z est finie et n’admet
pas de section rationnelle. On a E ⊂ g(W (k)). ✷. 
Soit k un corps de nombres. Soit Ω l’ensemble de ses places. Soit X une k-
varie´te´ lisse inte`gre posse´dant un point k-rationnel. On conside`re l’application
diagonale
ρ : X(k)→
∏
v∈Ω
X(kv)
de X(k) dans le produit topologique des ensembles X(kv) munis de la topo-
logie induite par celle de kv, et, pour tout ensemble S de places, l’application
diagonale
ρS : X(k)→
∏
v∈S
X(kv).
Si X est projective, l’espace topologique
∏
v∈ΩX(kv) co¨ıncide avec l’espace
des ade`les X(Ak).
On va s’inte´resser aux proprie´te´s suivantes.
(AF) (Approximation faible) L’ensemble X(k) est dense dans le produit
topologique
∏
v∈ΩX(kv). Ceci e´quivaut a` dire que, pour tout ensemble fini S
de places, l’application ρS a son image dense.
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(AFO) (Approximation faible ouverte) L’adhe´rence de l’image de ρ est ou-
verte. Ceci e´quivaut a` dire que, pour tout ensemble fini S de places, l’adhe´rence
de ρS est ouverte, et qu’il existe un ensemble fini S0 de places tel que pour
S ⊂ Ω fini avec S ∩ S0 = ∅, l’image de ρS est dense.
(AFF) (Approximation faible faible) Il existe un ensemble fini S1 de places
tel que, pour S ⊂ Ω fini avec S ∩ S1 = ∅, l’image de ρS est dense.
(BMF) (Brauer–Manin) La k-varie´te´ X est projective et le quotient de
groupes de Brauer Br(X)/Br(k) est fini, ce qui assure que le ferme´ de Brauer-
Manin X(Ak)
Br(X) ⊂ X(Ak) est ouvert, et l’image de ρ co¨ıncide avec cet
ouvert-ferme´.
Pour X projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre sur un corps k de ca-
racte´ristique ze´ro, l’hypothe`se que le quotient Br(X)/Br(k) est fini est satis-
faite si X est ge´ome´triquement unirationnelle, et plus ge´ne´ralement si X est
ge´ome´triquement rationnellement connexe. Sur k un corps de nombres, elle est
satisfaite pour les surfaces K3 [18] et les varie´te´s de Kummer [8].
On a les implications : (AF) implique (AFO) qui implique (AFF) ; sous
l’hypothe`se de (BMF), on a (AFO) et donc (AFF).
Si X est une k-varie´te´ lisse inte`gre et U ⊂ X un ouvert non vide posse´dant
un k-point, chacune des proprie´te´s (AF), (AFO), (AFF) vaut pour X si et
seulement si elle vaut pour U . Si X est de plus projective et Br(X)/Br(k) est
fini, la proprie´te´ (BMF) pour X implique les proprie´te´s (AFO) et (AFF) pour
U .
Serre [17, §3, Thm. 3.5.3] a e´tabli :
The´ore`me 2.2. — Soit k un corps de nombres. Soit X une k-varie´te´ lisse
et ge´ome´triquement inte`gre. Soit E ⊂ X(k) un ensemble mince. Soit S0 un
ensemble fini de places. Il existe un ensemble fini S de places avec S ∩ S0 = ∅
tel que l’image de E dans
∏
v∈S X(kv) n’est pas dense.
On en de´duit l’e´nonce´ suivant (cf. [17, Cor. 3.5.4]).
The´ore`me 2.3. — Soit k un corps de nombres. Soit X une k-varie´te´ lisse et
ge´ome´triquement inte`gre. Supposons X(k) 6= ∅. Soit E ⊂ X(k) un ensemble
mince.
(i) Si X satisfait (AF), alors l’image de X(k) \ E dans
∏
v∈ΩX(kv) est
dense.
(ii) Si X satisfait (AFO), alors l’adhe´rence de l’image de X(k) \ E dans∏
v∈ΩX(kv) co¨ıncide avec celle de X(k), et est ouverte.
(iii) Si X satisfait (AFF), alors il existe un ensemble fini S1 de places tel
que X(k) \ E est dense dans
∏
v/∈S1
X(kv).
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(iv) Si X est projectif et satisfait (BMF), alors l’adhe´rence de X(k)\E dans
X(Ak) co¨ıncide avec celle de X(k), a` savoir X(Ak)
Br(X), et elle est ouverte
dans X(Ak).
(v) Dans tous ces cas, X(k)\E n’est pas mince, et est dense pour la topologie
de Zariski sur X.
De´monstration. — (i) Soit S0 un ensemble fini de places et U0 ⊂
∏
v∈S0
X(kv)
un ouvert non vide. D’apre`s le the´ore`me 2.2, il existe un ensemble fini S de
places avec S ∩ S0 = ∅ et
∏
v∈S Uv ⊂
∏
v∈S X(kv) un ouvert qui ne rencontre
pas l’image diagonale de E. Alors U0 ×
∏
v∈S Uv ne rencontre pas l’image
diagonale de E.
Si X satisfait (AF), pour tout ensemble S0 et tout ouvert non vide U0 ⊂∏
v∈S0
X(kv) l’image diagonale de X(k) est dense dans
U0 ×
∏
v∈S
Uv ⊂
∏
v∈S∪S0
X(kv),
et donc il en est de meˆme de X(k) \ E. Ceci implique que l’image diagonale
de X(k) \E est dense dans U0 ⊂
∏
v∈S0
X(kv).
Si X satisfait (AFO), il existe un ensemble fini S0 de places et un ouvert
non vide U0 ⊂
∏
v∈S0
X(kv) tel que l’adhe´rence de l’image diagonale de X(k)
dans
∏
v∈ΩX(kv) soit U0 ×
∏
v/∈S0
X(kv). On conclut avec le meˆme argument
que ci-dessus.
Si X satisfait (AFF), il existe un ensemble fini S1 de places tel que l’image
diagonale de X(k) dans
∏
v/∈S1
X(kv) est dense. On raisonne comme en (i) en
remplac¸ant
∏
v∈ΩX(kv) par
∏
v/∈S1
X(kv).
Sous l’hypothe`se (BM) pour X, on a (AFO). 
Le cas des k-varie´te´s k-rationnelles, i.e. k-birationnelles a` un espace projectif
sur k, est le cas classique.
Sur un corps de nombres k, la proprie´te´ (BMF) pour une k-varie´te´ projec-
tive, lisse, ge´ome´triquement inte`gre X avec X(k) 6= ∅, et donc aussi les pro-
prie´te´s (AFO), (AFF) pour les ouverts non vides de X, sont conjecture´es pour
toutes les varie´te´s X ge´ome´triquement rationnellement connexes. L’e´nonce´
(BMF), et donc aussi les e´nonce´s (AFO) et (AFF), ont e´te´ e´tablis pour les
compactifications lisses d’un certain nombre de varie´te´s :
(1) Espaces homoge`nes de k-groupes line´aires connexes lorsque les stabili-
sateurs sont connexes (Sansuc, Borovoi).
(2) Surfaces de Chaˆtelet, donne´es par une e´quation affine y2 − az2 = P (x)
avec a ∈ k× et P (x) polynoˆme se´parable de degre´ 3 ou 4 [5, Thm. 8.7].
(3) Surfaces fibre´es en coniques sur P1k avec un k-point et avec au plus 5
fibres ge´ome´triques singulie`res (l’auteur et Salberger-Skorobogatov).
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(4) Surfaces de del Pezzo de degre´ 4 avec un k-point (Salberger-
Skorobogatov).
(5) Pour k = Q le corps des rationnels, les familles de varie´te´s obtenues
par Browning, Matthiesen et Skorobogatov [3] et Harpaz et Wittenberg [6],
par exemple les varie´te´s sur Q donne´es par une e´quation NormK/Q(Ξ) = P (x)
avec K/Q une extension finie et P (x) ∈ Q[x] un polynoˆme de degre´ quelconque
ayant toutes ses racines dans Q.
On consultera le rapport re´cent [20]. L’e´nonce´ (AFO), et donc aussi (AFF),
a e´te´ e´tabli pour les surfaces cubiques lisses par Swinnerton-Dyer [19]. Ceci
implique que pour une telle surface X avec X(k) 6= ∅, l’ensemble X(k) n’est
pas mince dans X. Ce dernier re´sultat avait e´te´ e´tabli par un argument de
hauteurs par Manin [10] [11, Chap. VI, Thm 46.1].
Soient k un corps, X une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre, et Y → X
un sche´ma abe´lien. Soit K = k(X) le corps des fonctions de X. Soit Yη/K
la fibre ge´ne´rique. Pour tout k-point m de X, de fibre Ym, on dispose de
l’application de spe´cialisation
spm : Yη(K) = Y (X)→ Ym(k).
Dans [16, §11], Serre e´tablit le the´ore`me suivant, qui a pour conse´quence le
the´ore`me de spe´cialisation de Ne´ron [13, Thm. 6] :
The´ore`me 2.4. — Avec les notations ci-dessus, si k est un corps de nombres,
l’ensemble des points m ∈ X(k) tels que l’application de spe´cialisation spm
n’est pas injective est mince.
Serre e´nonce le re´sultat pour X une varie´te´ k-rationnelle, mais cette hy-
pothe`se ne joue aucun roˆle dans la de´monstration, seul importe le fait que
le groupe des points rationnels de la fibre ge´ne´rique sur le corps de type fini
K est un groupe de type fini (the´ore`me de Mordell-Weil-Ne´ron [13]). La k-
rationalite´ de X est applique´e ensuite pour voir que le comple´mentaire dans
X(k) d’un ensemble mince est dense.
On peut combiner les the´ore`mes 2.3 et 2.4 pour obtenir des e´nonce´s dont
l’un des plus simples est le suivant : dans le the´ore`me 2.3, si X(k) 6= ∅ et X
satisfait l’approximation faible faible, par exemple si X est k-birationnelle a`
un espace projectif, alors il existe un ensemble fini S0 de places de k tel que
pour tout ensemble fini S de places avec S ∩ S0 = ∅, les k-points de X pour
lesquels spm est injective sont denses dans
∏
v∈S X(kv).
3. Saut du rang
Lemme 3.1. — Soient F un corps et A/F une varie´te´ abe´lienne. Soit x ∈ A
un point sche´matique de A qui n’est pas un point ferme´. Soit F (x) le corps
re´siduel. Alors le quotient A(F (x))/A(F ) n’est pas un groupe de torsion.
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De´monstration. — Il suffit de traiter le cas ou` F est alge´briquement clos. Le
point x de´finit un point z ∈ A(F (x)) qui n’est pas dans A(F ). Supposons qu’il
existe un entier m ≥ 1 tel que mz ∈ A(F ). Alors il existe z0 ∈ A(F ) avec
mz = mz0, et donc m(z−z0) = 0. Comme la m-torsion de A(F ) co¨ıncide avec
celle de A(F (x)), ceci donne z ∈ A(F ). 
Remarque 3.2. — Ce the´ore`me s’applique en particulier au point ge´ne´rique
deA si dim(A) ≥ 1. Citons ici l’e´nonce´ de Ne´ron [13, Prop. 7, p. 156]) verbatim.
Soient C une courbe de genre g ≥ 1 de´finie sur un corps k et A = (A1, . . . , Am)
un syste`me de m points ge´ne´riques inde´pendants sur C. Alors C est de rang
re´duit ≥ m dans k(A) = k(A1, . . . , Am).
Soient k un corps de nombres, U une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre
de dimension au moins 1 posse´dant un k-point, et pi : X → U un sche´ma
abe´lien de dimension relative au moins 1. Soit r le rang de Mordell-Weil de
la fibre ge´ne´rique Xη sur le corps K = k(U). Soit R ⊂ U(k) l’ensemble des
points m ∈ U(k) tels que le rang rm de la fibre Xm sur k soit au moins e´gal a`
r + 1. Soit W une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre avec un k-point et
g :W → X un k-morphisme. Conside´rons les hypothe`ses :
(1) La k-varie´te´ W est k-rationnelle.
(2) La k-varie´te´ W satisfait l’approximation faible.
(3) La k-varie´te´ W satisfait l’approximation faible ouverte.
(4) La k-varie´te´ W satisfait l’approximation faible faible.
(5) L’ensemble W (k) n’est pas mince dans la k-varie´te´ W .
(6) La k-varie´te´ X satisfait l’approximation faible.
(7) La k-varie´te´ X satisfait l’approximation faible ouverte.
(8) La k-varie´te´ X satisfait l’approximation faible faible.
(9) L’ensemble X(k) n’est pas mince dans la k-varie´te´ X.
et les e´nonce´s :
(a) L’ensemble R est dense dans
∏
v∈Ω U(kv), c’est-a`-dire que, pour tout
ensemble fini S de places, R est dense dans
∏
v∈S U(kv).
(b) L’adhe´rence de R dans
∏
v∈Ω U(kv) est ouverte, c’est-a`-dire qu’il existe
un ensemble fini S0 de places de k tel que, pour tout ensemble fini S de
places, l’adhe´rence de R dans
∏
v∈S U(kv) est ouverte, et qu’elle est e´gale a`∏
v∈S U(kv) quand on a S ∩ S0 = ∅.
(c) Il existe un ensemble fini S0 de places tel que R est dense dans∏
v/∈S0
U(kv).
(d) Pour tout ensemble fini S de places de k, l’adhe´rence de R dans∏
v∈S U(kv) contient un ouvert non vide.
(e) Il existe un ensemble fini S0 de places de k tel que, pour tout ensemble
fini S de places de k avec S ∩ S0 = ∅, l’adhe´rence de R dans
∏
v∈S U(kv)
contient un ouvert non vide.
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(f) L’ensemble R n’est pas mince dans U .
D’apre`s le the´ore`me 2.3, on a (4) =⇒ (5) et (8) =⇒ (9). D’apre`s ce meˆme
the´ore`me, chacune des hypothe`ses (a), (b), (c) implique (f).
Les implications suivantes sont e´videntes : (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4) et
(6) =⇒ (7) =⇒ (8). Il en est de meˆme des suivantes : (a) =⇒ (b) =⇒ (d) et
(c) =⇒ (e).
Si X est k-unirationnelle, dans ce qui suit on peut supposer (1) pour W . Si
X est k-rationnelle, on a (6).
Voici le the´ore`me principal de cette note.
The´ore`me 3.3. — Soit g(W )ad ⊂ X l’image sche´matique du morphisme
W → X. Supposons que le morphisme g(W )ad → U induit par pi : X → U est
dominant et de dimension relative au moins e´gale a` 1.
Sous chacune des hypothe`ses (1) a` (9), l’ensemble R est dense pour la to-
pologie de Zariski sur U . De plus :
(i) Sous l’une des hypothe`ses (1), (2), (3) sur W , on a (d).
(ii) Sous l’une des hypothe`ses (1), (2), (3), (4) sur W , on a (e).
(iii) Sous l’hypothe`se (6) sur X, par exemple si X est k-rationnelle, on a
(a), (b) et (d).
(iv) Sous l’une des hypothe`ses (6), (7) sur X, on a (b) et (d).
(v) Sous l’une des hypothe`ses (6), (7), (8) sur X, on a (c) et (e).
(vi) Sous l’hypothe`se (5), si la fibre ge´ne´rique deW → U est ge´ome´triquement
inte`gre, alors on a (f).
(vii) Sous l’hypothe`se (9), on a (f).
De´monstration. — Pour e´tablir l’e´nonce´, on peut remplacer W par un ouvert
de Zariski et supposer que ψ := pi ◦ g : W → U est lisse. Pour les e´nonce´s
impliquant les hypothe`ses (6), (7), (8) ou (9), on prend W = X et g : X → X
l’identite´.
On conside`re le produit fibre´ Y = X×UW deX etW au-dessus de U . Via la
projection q : Y →W sur le second facteur, c’est unW -sche´ma abe´lien obtenu
par changement de base a` partir de X → U . L’image du point ge´ne´rique deW
dans la fibre ge´ne´rique Xη de pi par hypothe`se n’est pas un point ferme´ de cette
fibre ge´ne´rique. D’apre`s le lemme 3.1, ceci implique que la fibre ge´ne´rique de
q : Y →W a son rang de Mordell-Weil au moins e´gal a` r+1. Pour t ∈W (k),
la k-varie´te´ abe´lienne Yt est isomorphe a` la varie´te´ abe´lienne Xψ(t). Ces deux
k-varie´te´s abe´liennes ont en particulier meˆme rang de Mordell-Weil sur k.
Notons S ⊂ W (k) l’ensemble des k-points t ∈ W (k) dont la fibre Yt a un
rang de Mordell-Weil au moins e´gal a` r + 1. Pour t ∈ W (k), on a t ∈ S si et
seulement si ψ(t) ∈ R ⊂ U(k).
D’apre`s le the´ore`me 2.4, le comple´mentaire de S dansW (k) est mince. Sous
l’hypothe`se (3) surW , le the´ore`me 2.3 applique´ a` W implique que l’adhe´rence
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de S dans
∏
vW (kv) est ouverte. Sous l’hypothe`se (4) sur W , le the´ore`me 2.3
applique´ a` W assure au moins l’existence d’un ensemble fini S0 de places tel
que l’adhe´rence de S dans
∏
v/∈S0
W (kv) est ouverte. Comme on a suppose´
W → X lisse, pour tout ensemble fini T de places de k, les applications
∏
v∈T
W (kv)→
∏
v∈T
U(kv)
sont ouvertes. Ainsi (3) implique (d), et (4) implique (e).
Conside´rons le cas particulier ou` le morphisme g :W → X est l’identite´ de
X et ψ = pi : X → U . Dans ce cas, on dispose de la section nulle σ : U → X de
ψ = pi : X → U . On a t ∈ S ⊂ X(k) si et seulement si pi(t) ∈ R ⊂ U(k). Sous
l’hypothe`se (6), resp. (7), resp. (8) sur X, le the´ore`me 2.3 (i), resp. (ii), resp.
(iii) donne les re´sultats de densite´ sur X, qui induisent les re´sultats voulus via
les surjections donne´es par pi.
Montrons (v). Sous l’hypothe`se (5) surW (ou (9), avecW = X), l’ensemble
S ⊂ W (k) est dense pour la topologie de Zariski sur W , donc R ⊂ U(k) qui
contient son image par le morphisme dominant ψ est dense pour la topologie
de Zariski sur U . Sous cette hypothe`se (5) sur W , l’ensemble S ⊂W (k) n’est
pas mince. Si la fibre ge´ne´rique de W → U est ge´ome´triquement inte`gre, le
lemme 2.1 implique que l’image de S dans U(k) n’est pas mince. L’ensemble
R ⊂ U(k) qui contient cette image n’est donc pas mince.
L’e´nonce´ (vi) est un cas particulier de (v). 
Remarque 3.4. — Supposons que Xη est une varie´te´ abe´lienne simple. Soit
ρ ≥ 1 le rang du groupe abe´lien de type fini Homk(U)−gp(Xη,Xη). On a alors
r = ρ.s. Sous les hypothe`ses ci-dessus, on conclut a` la densite´ (en les divers
sens) des k-points dont la fibre est de rang au moins ρ.(s+1). Sous l’hypothe`se
d’approximation faible faible pour X, ceci s’applique par exemple au cas d’une
famille de courbes elliptiques X → P1k dont la fibre ge´ne´rique a multiplication
complexe de´finie sur le corps k(P1). Dans ce cas, ρ = 2.
L’e´nonce´ suivant est motive´ par des questions discute´es dans [12] et [14]
(voir la proposition 4.2 et la remarque 4.3 ci-dessous).
The´ore`me 3.5. — Soient k un corps de nombres, U une k-varie´te´ lisse
ge´ome´triquement inte`gre posse´dant un k-point, et pi : X → U un sche´ma
abe´lien. Soit r le rang de Mordell-Weil de la fibre ge´ne´rique Xη sur le corps
K = k(U). Soit R ⊂ U(k) l’ensemble des points m ∈ U(k) tels que le
rang rm de la fibre Xm(k) soit au moins e´gal a` r + 1. Soit U ⊂ Uc une
k-compactification lisse de U et pic : Xc → Uc un k-morphisme de k-varie´te´s
projectives lisses connexes e´tendant le morphisme pi = X → U et e´quipe´
d’une section σc : Uc → Xc e´tendant la section nulle du sche´ma abe´lien
X → U . Supposons que la k-varie´te´ Xc satisfait (BMF). Soit S∞ l’ensemble
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des places archime´diennes de k. L’ensemble R a une adhe´rence ouverte dans∏
v∈Ω Uc(kv), et son adhe´rence dans
∏
v∈S∞
Uc(kv) est une union finie de
composantes connexes de ce produit.
De´monstration. — On garde les notations de la de´monstration pre´ce´dente,
dans le cas particulier ou` le morphisme g : W → X est l’identite´ de X. On
a les morphismes ψ = pi : X → U et q : Y → X. Rappelons que pour
t ∈ X(k), on a t ∈ S ⊂ X(k) si et seulement si q(t) ∈ R ⊂ U(k). D’apre`s le
the´ore`me 2.3 (iv), l’adhe´rence de S ⊂ X(k) dans Xc(Ak) co¨ıncide avec l’ouvert
Xc(Ak)
Br(Xc).
Comme l’e´valuation d’un e´le´ment du groupe de Brauer de Xc est localement
constante sur chaqueXc(kv) et donc constante sur chaque composante connexe
de Xc(kv) pour v place archime´dienne, ceci implique que l’adhe´rence de S dans
le produit
∏
v∈S∞
Xc(kv) est une union finie de composantes connexes.
L’image par σc = Uc → Xc d’une composante connexe V de
∏
v∈S∞
Uc(kv)
est un ensemble connexe et contient σc(Uc(k)), et en particulier au moins
l’image d’un k-point de R ⊂ U(k). Cette image est donc contenue dans une
composante connexe Z de
∏
v∈S∞
Xc(kv) qui contient un point de S ⊂ X(k).
Tout point de cette composante connexe Z, et en particulier tout point de
σc(
∏
v∈S∞
Uc(kv)) est donc dans l’adhe´rence de S. L’adhe´rence de R = pic(S)
est donc dense dans V . 
Remarques 3.6. — Soient U un ouvert de la droite projective sur un corps
de nombres k et pi : X → U une famille de courbes elliptiques, avec X(k) 6= ∅.
(i) Pour k = Q le corps des rationnels, supposant la surface X Q-rationnelle
et la famille non isotriviale, H. Billard ([B], The´ore`me 4.1) par un argument
impliquant une comparaison de hauteurs globales sur X avec les hauteurs de
Tate sur les fibres de X → U avait e´tabli que l’ensemble des Q-points m avec
rm ≥ r + 1 est infini.
(ii) C. Salgado [15, Cor. 1.2] a e´tendu le re´sultat sur tout corps de nombres
k sous la simple hypothe`se que la surface X est k-unirationnelle. C’est une
conse´quence de [15, Thm. 1.1], selon lequel, sous cette hypothe`se, on peut
apre`s un changement de base quasi-fini convenable V → U , avec V ou-
vert de P1k, faire grandir d’au moins une unite´ le rang de Mordell-Weil de
la fibre ge´ne´rique. Le the´ore`me 3.3 ci-dessus ge´ne´ralise [15, Cor. 1.2]. La
de´monstration du the´ore`me 3.3 et un argument de spe´cialisation a` la Ne´ron
doivent permettre d’e´tendre [15, Thm. 1.1] au cas d’une famille de varie´te´s
abe´liennes au-dessus d’un ouvert de P1k.
(iii) Lorsque la surface X est k-rationnelle, sous certaines hypothe`ses
supple´mentaires sur X, C. Salgado [15] montre que l’ensemble des k-points
m ∈ U(k) avec rm ≥ r + 2 est infini. Un e´nonce´ plus ge´ne´ral est obtenu par
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Loughran et Salgado [9] : il porte sur les surfaces elliptiques ge´ome´triquement
rationnelles.
(iv) Dans [7], M. Hindry et C. Salgado e´tendent un certain nombre des
re´sultats de [15] au cas des familles de varie´te´s abe´liennes sur la droite pro-
jective. Leur the´ore`me 1.4 est maintenant un cas particulier du the´ore`me 3.3
ci-dessus. Ils e´tablissent aussi la ge´ne´ralisation de [15, Thm. 1.1] sugge´re´e
dans (ii) ci-dessus. Dans la version initiale du pre´sent article, je m’e´tais limite´
a` supposer W → X dominant. La ge´ne´ralisation au cas ou` pi : g(W )ad → U
est dominant de dimension relative au moins e´gale a` 1 a e´te´ sugge´re´e par une
remarque dans [7].
4. Applications
A la suite d’un article de B. Mazur [12], la variation du rang dans les tordues
quadratiques d’une courbe elliptique donne´e a fait l’objet de plusieurs travaux.
Le re´sultat suivant est sans doute bien connu.
Proposition 4.1. — Soient k un corps de nombres et E une courbe elliptique
d’e´quation y2 = p(x), avec p(x) polynoˆme se´parable de degre´ 3. L’ensemble des
t0 ∈ k tels que le rang de Mordell-Weil de la courbe d’e´quation t0.y
2 = p(x)
soit au moins e´gal a` 1 est dense dans le produit topologique
∏
v∈Ω kv.
De´monstration. — La surface d’e´quation ty2 = p(x) est clairement k-
birationnelle a` un plan affine et satisfait en particulier l’approximation faible.
Le the´ore`me 3.3 (iii) donne le re´sultat. 
Proposition 4.2. — Soit E une courbe elliptique d’e´quation affine y2 = p(x)
sur un corps de nombres k, avec p(x) un polynoˆme se´parable de degre´ 3. Soit
d(t) un polynoˆme quadratique se´parable. L’adhe´rence des t0 ∈ k avec d(t0) 6= 0
tels que le rang de Mordell-Weil de la courbe d’e´quation d(t0).y
2 = p(x) soit au
moins e´gal a` 1 contient un ouvert de
∏
v∈Ω kv. Son adhe´rence dans
∏
v∈S∞
kv
est une union finie de composantes connexes de ce produit.
De´monstration. — On peut supposer le polynoˆme d(t) donne´ par
d(t) = c(t2 − a)
avec c.a 6= 0. La surface X d’e´quation c(t2 − a)y2 = p(x) qui via la projection
sur t de´finit une famille de courbes elliptiques, est birationnelle a` une surface
d’e´quation affine u2 − av2 = cp(x). Comme p(x) est un polynoˆme de degre´ 3,
on reconnaˆıt la` l’e´quation affine d’une surface de Chaˆtelet, dont de plus tout
mode`le projectif et lisse posse`de un point k-rationnel. D’apre`s [5, Thm. 8.7],
une telle surface satisfait (BMF). L’e´nonce´ suit alors du the´ore`me 3.5. 
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Remarque 4.3. — Cet e´nonce´ ge´ne´ralise le the´ore`me de Rohrlich [14, Theo-
rem 3] assurant que pour k = Q, sous les hypothe`ses de la proposition 4.2, s’il
existe au moins un t0 ∈ Q a` fibre lisse de rang au moins 1, alors l’ensemble
de ces points est dense dans R. Pour e´tablir ce re´sultat, Rohrlich utilise deux
fibrations elliptiques diffe´rentes sur la surface X.
Le lien entre les tordues quadratiques par un polynoˆme de degre´ 2 et les
surfaces de Chaˆtelet a e´te´ observe´ re´cemment par D. Loughran et C. Salgado
[9].
5. Appendice : Varie´te´s abe´liennes de grand rang
Dans toute cette section, k de´signe un corps de nombres.
Le the´ore`me suivant est une extension formelle d’un the´ore`me de Ne´ron [13,
Chap. IV].
The´ore`me 5.1. — Soit A une varie´te´ abe´lienne sur k. Soit r ≥ 1 un entier.
Soit X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre. Supposons
qu’il existe des ouverts non vides U ⊂ Ar, V ⊂ X et un morphisme fini
e´tale q = U → V . Soit R ⊂ V (k) l’ensemble des k-points m dont la fibre
n := q−1(m) est un point ferme´ n de degre´ d sur k tel que le groupe de
Mordell-Weil A(k(n)) soit de rang au moins r.
Si la k-varie´te´ X satisfait l’approximation faible faible, alors il existe un
ensemble fini S0 de places de k tel que R est dense dans
∏
v/∈S0
X(kv) et en
particulier est dense pour la topologie de Zariski sur X.
De´monstration. — Soit L = k(Ar) et K = k(X). On conside`re la fibration
Ar+1 → Ar donne´e par la projection sur les r derniers facteurs. Le rang
ge´ne´rique, c’est-a`-dire le rang du groupe A(L) est au moins e´gal a` r. On
conside`re la K-varie´te´ abe´lienne B := RL/K(A). Par une variante du lemme
3.1, le rang de B(K) = A(L) est au moins e´gal a` r. On conside`re le V -sche´ma
abe´lien RU/V (AU ). Le the´ore`me 2.4 donne que l’ensemble des k-points de V
dont la fibre est de rang au moins r est le comple´mentaire d’un ensemble
mince de V (k). L’hypothe`se que X satisfait l’approximation faible faible et le
the´ore`me 2.3 donnent alors le re´sultat. 
Corollaire 5.2. — (Ne´ron) Soit A une varie´te´ abe´lienne de dimension d sur
k. Soit r ≥ 1 un entier. Soit d ≥ 1 le degre´ d’une application rationnelle
ge´ne´riquement finie de A vers un espace projectif Pd. Alors il existe une ex-
tension de corps L/k compose´e de r extensions de degre´ d telle que le rang de
Mordell-Weil de A(L) soit au moins r.
Comme le note Ne´ron, le cas particulier suivant avait de´ja` e´te´ e´tabli par
Billing [2].
14 J.-L. COLLIOT-THE´LE`NE
Corollaire 5.3. — Soit E une courbe elliptique sur k.
(i) Soit r ≥ 1 un entier. Il existe une extension multiquadratique L/k telle
que le rang de Mordell-Weil de E(L) soit au moins r.
(ii) Soit k2 le compose´ de toutes les extensions quadratiques de k. Le rang
de E(k2) est infini.
La meˆme me´thode redonne le the´ore`me de Holmes et Pannekoek [8]. En
se ramenant au the´ore`me de Skorobogatov et Zarhin [18] sur les surfaces
K3, Holmes et Pannekoek [8, Prop. 13] montrent que pour toute varie´te´ de
Kummer X sur un corps de nombres k, le quotient Br(X)/Br(k) est fini. Ceci
implique [8, Prop. 14] que si l’obstruction de Brauer-Manin est la seule pour
les points rationnels sur X alors l’approximation faible faible vaut pour X.
The´ore`me 5.4. — [8, Thm. 17]. Soient k un corps de nombres et A une
varie´te´ abe´lienne. Soit r > 0 un entier. Soit Xr un mode`le projectif et lisse de
la varie´te´ de Kummer quotient de Ar par l’involution antipodale. Si Xr satisfait
l’approximation faible faible, alors il existe une tordue quadratique de A sur
k qui est de rang au moins r. En particulier, si la proprie´te´ d’approximation
faible faible vaut pour toutes les varie´te´s de Kummer Xr, le rang des tordues
quadratiques de A n’est pas borne´.
De´monstration. — On conside`re la famille de varie´te´s abe´liennes pi : Ar+1 →
Ar donne´e par la projection sur les n derniers facteurs. Soit L = k(Ar) et
K = k(X). Soit q : U → V un morphisme fini e´tale de degre´ 2, avec U ⊂ Ar
et V ⊂ X des ouverts de Zariski convenables. Soit ρ le rang de A(k). Le rang
du groupe de Mordell-Weil A(L) de la fibre ge´ne´rique AL est au moins e´gal a`
r + ρ. On conside`re la K-varie´te´ abe´lienne B = RL/K(AL).
On a B(K) = A(L). Le rang de B(K) est donc au moins r+ρ. Le the´ore`me
5.1 montre que les k-points m de V , de fibre n = q−1(m) un point ferme´ de
degre´ 2, tels que le rang de la varie´te´ Bm sur k et donc de A(k(n)) soit au
moins e´gal a` r + ρ sont denses pour la topologie de Zariski sur V . Le rang de
A(k(n)) est la somme de ρ et du rang sur k d’une tordue quadratique de A,
dont le rang sur k est donc au moins r. 
Remarque 5.5. — La preuve donne´e ici est le´ge`rement diffe´rente de celle de
[8]. En particulier, il n’y a pas de discussion du comportement de la torsion
des varie´te´s abe´liennes dans la famille, ni d’apparente utilisation de hauteurs.
Remerciements. Cette note a e´te´ de´veloppe´e lors du trimestre “A la
rede´couverte des points rationnels” (Institut Henri Poincare´, avril-juillet
2019). Elle a e´te´ suscite´e par un expose´ de C. Salgado. Je remercie Dan
Loughran pour diverses discussions. L’appendice a e´te´ suscite´ par la remarque
de B. Poonen que la me´thode du point ge´ne´rique me`ne au corollaire 5.2.
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